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МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ЗАДАЧ ДЛЯ ПОЧТИ НЕСЖИМАЕМЫХ НЕОДНОРОДНО 
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫХ ГИПЕРУПРУГИХ ТЕЛ 
ВРАЩЕНИЯ 
Викладена методика чисельного розв'язання осесиметричних (зі скрутом та без нього) фізично та геоме­
трично нелінійних задач для майже нестисливих кусково-однорідних неоднорідно трансверсально-
ізотропних та ізотропних гіперпружних тіл обертання на основі варіаційного принципу можливих пе­
реміщень у прирощеннях, який реалізується кроковим алгоритмом методу скінченних елементів. Віро­
гідність результатів, що одержуються за допомогою цієї методики, підтверджена збігом чисельних і то­
чних розв'язків лінійних (Ламе) і нелінійних (О.ІЛур'є) задач деформування порожнистих циліндра і 
сфери під внутрішнім тиском. Запропонована методика використана для вивчення НДС двох типів об'­
єктів: гумовотехнічних конструкцій (броньований шланг, різні види гумових опор і амортизаторів з об­
меженням радіальних переміщень гумових блоків) та математичної моделі лівого шлуночка серця. 
The numerical solution methodics of axisymmetric (with and without the torsion) physically and geo­
metrically nonlinear problems for nearly incompressible piecewise-homogeneous nonhomogeneously 
transversely isotropic and isotropic hyperelastic bodies of revolution on the base of the variational prin­
ciple of possible displacements in the increments which realized of the stepping algorithm of the finite 
element method was stated. The reliability of the results which received with the help of this methodics 
was confirmed by coincidence of numerical and analytic solutions of the linear (Lame) and nonlinear 
(A.I. Lurie) problems of deformation of the hollow cylinder and sphere loaded by the internal pressure. 
The proposed methodics was used for study of the stress-strain state of two types objects: the rubber-
technical structures (armoured hose, different kinds of rubber support and shock-absorbers with restric­
tion of the radial displacement of the rubber blocks) and mathematical model of the heart left ventricle. 
Анализ НДС гиперупругих тел вращения сложной формы и неоднородной 
структуры в физически и геометрически нелинейной постановке является сложной 
прикладной проблемой механики деформируемого твердого тела. Интерес к этой 
области исследований вызван внутренними стимулами развития науки и запроса­
ми практики. Задачи деформирования гиперупругих тел являются физически и 
геометрически нелинейными. Большой вклад в их изучение внесли А.И. Лурье [1], 
К.Ф. Черных [2], И.Н. Снеддон и др. [3], Л.И. Седов [4] и др. Нелинейность обу­
словлена поведением материала и наличием больших деформаций. Кроме того, к 
существенному усложнению приводят неклассическая форма тела, неоднород¬
ность его механических свойств, анизотропия и т.п. В таких случаях необходимо 
использовать численные методы, основанные на вариационных принципах меха-
106 
ники, в частности МКЭ. 
Изложим методику решения осесимметричных (с кручением и без него) 
физически и геометрически нелинейных задач для почти несжимаемых ку­
сочно-однородных неоднородно трансверсально-изотропных гиперупругих 
тел вращения на основе вариационного принципа возможных перемещений в 
приращениях, реализуемого шаговым алгоритмом МКЭ. 
Отнесем тело к цилиндрической системе координат хі (і = 1, 2, 3 соответ­
ствует г, ф, 2). Тензор деформаций Коши-Грина имеет вид 
є к = 2 , + и , . + и и ^\, і, к = г, ф, 2, (1) _  и  и и 
ік 2 І і, к к, і 3, і 3, к 
где иг, иф, и2 - компоненты вектора перемещений, матричный вид кото-
1 Т и г рого {и }= •! и (г, 2) и (г, 2) и (г, 2) !• и = 
2,2 <Р 2 j г 
Производные от компонент уі вектора приращений перемещений {у} по 
координатам следующие: {У . }=[іі ]{v}; I = 8.. ; 12 
1 
= 8 —, /„ = 0 при 
3 г 2 3 
і = 3 = 2, 3; I 8 
д 
Приращение деформаций ек за один шаг по параметру нагрузки будет 
1 1 
е =е + V V , е = — 
ік ік 2 3, і 3, к ік 2 
V \8 + и 1+ V \8 + и I , і3,к = г,ф,2. (2) 
где ы^, - полные перемещения, накопленные на предыдущих шагах. 
Представим (2) в матричном виде с помощью операторной матрицы |_Ь 
д2 
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Физический закон гиперупругого материала определяется потенциалом V 
ґгк = — о = , (4) 
3 3 дє 
ік 
где ґік - тензор истинных напряжений (тензор Коши), 3 = -ЩТ^ (О и g -
третьи инварианты тензоров меры деформации Коши-Грина Оік и метриче­
ского тензора среды до деформации giк соответственно), о і к - тензор напряже­
ний Пиолы-Киргоффа; в общем случае V = V ( є , є , є , у , у , у ), 
г ч<ч< , : \ Ц, 33' '12 ' ' 2 3 ' ' 3 1 ' ' 
Тік = 2є ік, і ф к. 
Связь компонент приращений напряжений Пиолы-Киргоффа ,^ік и дефор¬
маций еік есть 
5
і к = ^ ік1те = д І Ш е . (5) 
Заменяя индексы в векторах {е}= {е е е у у у г , у.к = 2ек, 
11 22 33 12 23 31-1 . к . к 
. Ф к и {}=|_5.п / 2 $33 5 1 2 / 3 5 3 1 | т на 1,...,6 и вводя матрицу 6^6 каса¬
тельных модулей упругости [Б] с компонентами Ек = , запишем (5) в 
матричном виде {8}= [Б]{е}. 
Приведем потенциалы гиперупругих материалов. Потенциал Муни-Ривлина 
У = - 3)--(/2 - 3)+^ +^  (3 -1) 2 , (6) 
2 2 
где 31, 32, 33 - инварианты тензора меры деформаций Коши-Грина. 
Потенциал Джона (полулинейный материал) 
1 
2 V г ф 2' Г | г ф 2 
(7) 
где X к = 1 + 2є - удлинения, к = г, ф, 2 (по к нет суммирования). 
к \ кк 
Для исследования поведения почти несжимаемых трансверсально-
изотропных гиперупругих материалов обычно применяют потенциалы 
У = 1 с[ехр(2)-1]+ с (3 -1) 2 , (8) 
2 с 
У = - С[ехр(б)-1]+ с (31п3 - 3 +1), (9) 
2 с 
( 2 2 , 2 ^ _ ( 7 2 ^ 
є + є + 2є + 2Ъ І є 2 + є ^ 
гг сс гс \ 31 / г /с 
где / - индекс оси изотропии, два других - индексы осей в нормальной к 
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ней плоскости (плоскости изотропии). Вторые слагаемые в (8) и (9) являются 
функциями штрафа, пропорциональные квадрату объемной деформации при 
инфинитезимальных деформациях. 
Физический закон гиперупругого материала при е к — 0, /, к = 1, 2, 3 
должен стремиться к закону Гука для анизотропного материала. Структура 
матриц, получаемых из (8) и (9), не отвечает указанному требованию. 
Введем новый потенциал, лишенный указанного недостатка [5] 
\¥ = с{[ехр(аГ 0 ) - 1]/а + сс (/ -1) 2}, (10) 
.2 .2 .2 С + С„ Є„„ + С Р + с Є,,Є„„ + с Є„„Є„„ + 111 2 22 3 33 4 11 22 5 22 33 
+ С Є Є + С У 2 + С у 2 + с у 2 6 33 11 7 '12 8 *23 9 *31 
константа с размерностью напряжения; а, СС и С1 С9 безраз-где С 
мерные. 
Функция Ж0 отличается от <2 введением смешанных произведений линейных 
деформаций с коэффициентами с4, с5, с6, что позволяет точно описать изотропный, 
трансверсально-изотрогшьш или ортотропный материал. Множитель С определяет 
жесткость материала, показатель а управляет степенью нелинейности жесткости, 
рост сс увеличивает степень несжимаемости материала. Напомним, что здесь де¬
формации отнесены к правой материальной системе координат (ее оси совпадают 
с осями трансверсальной изотропии материала). 
При расчетах НДС тел вращения, обладающих неоднородной трансвер-
сальной изотропией, надо учитывать, что материальная («вмороженная») сис­
тема координат не совпадает с исходной, цилиндрической. Установим связь 
между цилиндрической и материальной системами координат. 
Так как аргументами потенциалов трансверсально-изотропного мате¬
риалов являются компоненты тензора деформаций в материальной систе¬
ме координат, на определенном этапе алгоритма необходимо преобразо¬
вывать тензор деформаций от цилиндрической системы к материальной. 
Свяжем направление меридиана со второй осью материальной системы 
координат ху2', а плоскость изотропии - с первой и третьей осями. 
Пусть угол между осью г и нормалью к меридиану стенки тела вращения 
есть \|/, а у - угол между касательной ко второй (окружной) координате 
цилиндрической системы координат и второй координатой материальной 
системы координат. Тогда матрицы поворота [А1] и [А2] на углы у и \|/, 














єіп \|/ 0 соє \|/ 
а преобразование от цилиндрической к материальной системе координат 
будет выполняться умножением матрицы деформаций в цилиндрической сис-
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теме координат на матрицу 
cos У|/ 0 sin У|/ 
[ B ] = [ A J ][A2 ]= - sin v|/ sin у cos у cos Y|/ sin у 
- sin Y|/ COs у - sin у COs Y|/ COs у J 
Полученная матрица [B] ортогональна, ее определитель равен единице, 
обратная ей матрица - транспонированная. С точностью до обозначений мат­
рица [B] совпадает с матрицей поворота, указанной в статье [7]. Заметим, что 
дифференцирование потенциала по компонентам тензора деформаций в мате­
риальной системе координат дает компоненты тензора напряжений в той же 
системе. Преобразование от материальной системы координат к цилиндриче­
ской выполняется с помощью матрицы, обратной к [В]. 
Для построения метода решения исходим из вариационного принципа 
возможных перемещений. В соответствии с ним в состоянии равновесия ва­
риация полной энергии системы, состоящей из потенциальной энергии де­
формации U и работы A внешних сил, равна нулю 
5(U + A)= 0. (11) 
Запишем формулы для вариации U и A на m- и m+1-м шаге 
5Um = J<7*&ftrfVo , 5 A m = - \ q 5 u n d S m , 
5Um+l = J Sk )5(£lk + eik )dVo, 
5 A m +1 = - J ( q m + A q ) 5 ( u n + V n )dSm+1 , 
Sm + 1 
где V0 - объем тела до деформации, Sm - поверхность деформированного 
тела на m-ом шаге, q - внешнее давление, заданное на поверхности Sm, un -
перемещение по нормали к поверхности Sm, Aq - приращение давления за 
шаг, vn - приращение перемещения по нормали к поверхности S m + 1 . 
В состоянии равновесия 5е ik =5u n = 0. Сохраняя лишь квадратичные 
относительно приращений перемещений слагаемые, преобразуем (11) так: 
V 0 L 2 J 
- \Aq5v dS +5R = 0, (12) 
n m +1 m +1 n m +1 m +1 
Sm+1 
где 5КТ+1 = 1<7'К&^¥0 ~ IЧт&п<®т • 
При решении задач в контактной постановке в вариационный принцип (12) 
С Е . 
вводится дополнительное слагаемое 0 0 Г у § у - где С0 - безразмерная 
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константа, Е0 и И - характерные значения модуля упругости и радиуса резины, уи -
приращение перемещения по нормали к поверхности контакта функция 
щ = 1 [1 + (и (2)- й (2))] равна единице в области контакта и нулю вне ее. 
2 
Для применения МКЭ представим (12) в матричном виде 
| [ М [ ь ] т [ Е £ ] { У } + , 2 ( М [/,Г И ] [ 4 ] { { } + 
+ М [ 1 к ] Ы | й К о = | М {А(СК+1 - | { 5 У } № И + 1 , (13) 
где [о 1 к ] - матрица 3*3 компонент а , к тензора полных напряжений; пер­
вый и второй интегралы правой части - вектор-столбцы, отвечающие нагру-
жению и корректирующей решение невязке. 
Далее с помощью МКЭ проводим алгебраизацию принципа возможных 
перемещений в приращениях. Введем для определенности четырехугольный 
восьмиузловой конечный элемент (КЭ). Вектор перемещений его произволь¬
ной точки будет 
Ы = М и ( Ь { и } = { И , 1 И«,1 и 21 . . . и , 8 ^ 8 , 
где [ТЧ] - матрица функций формы КЭ, {и} - вектор узловых перемеще­
ний элемента. Тогда соотношения для у^ и 7 будут 
М=ММ, { } = ^ № и } , (14) 
где { У } - вектор приращений узловых перемещений. 
Подставляя (14) в уравнение (13), получим 
М 1 { | [ ь ] т [ Е £ 1 ([М] [/,] [о* £ ] [ К ] + 
+ № Р к Ъ М ] ] й к ; }{у}= 
= { У ? | № { Л С С К ^ - { у ? Дк] +1. (15) 
Суммируя (15) по всем КЭ и приравнивая нулю множители при {8У}, 
приходим к системе линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) 
[ К М Ч О - Ь М , (16) 
где [К] - матрица жесткости; (С)} и {Я} - векторы-столбцы приращений 
нагрузок и невязок уравнений равновесия. 
Кинематические граничные условия вводим в (1 6) путем замены диагональ¬
ных компонент [К], отвечающих равным нулю компонентам вектора перемеще¬
ний, значениями существенно большими, чем другие компоненты матрицы, а 
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также аннулируя соответствующие элементы вектора правой части. 
Основные этапы алгоритма численного решения вариационной задачи МКЭ 
состоят в следующем. По исходной информации о форме и размерах поперечного 
сечения тела и числе КЭ строится сетка КЭ. При этом образуется информацион¬
ный массив, указывающий на уровень жесткости материала элемента (он необхо¬
дим для расчета кусочно-однородных тел). Так как расчет выполняется шаговым 
методом по параметру нагрузки, на каждом шаге имеем линеаризованную задачу 
МКЭ относительно приращений узловых перемещений. Исходное состояние тела 
считаем свободным от нагрузки (недеформированным). Далее в соответствии с 
(15) численным интегрированием по Гауссу вьгчисляются элементы матриц жест­
кости КЭ и производится их накопление в матрицу жесткости тела. На следующем 
этапе подсчитываются элементы вектора правой части СЛАУ, отвечающего за¬
данному приращению давления на нагруженной поверхности тела. Затем вводятся 
кинематические граничные условия - условия закрепления тела, т. е. равенства 
нулю узловых перемещений в определенных узлах. Таким образом, приходим к 
СЛАУ. Матрица полученной системы симметричная, положительно определенная 
и имеет ленточную структуру, поэтому хранится в виде верхней правой полулен¬
ты. Для ее решения применяем метод Холецкого [7]. Для уточнения решения ис­
пользуем итеративный процесс метода Ньютона-Рафсона [9]. Полное решение 
СЛАУ выполняется только на первой итерации, на последующих - лишь обрат¬
ный ход. Указанные вычисления повторяются заданное число шагов по нагрузке, 
что дает возможность проследить за НДС тела на протяжении всего процесса на-
гружения. 
Полученные приращения компонент вектора узловых перемещений при¬
бавляются к массиву накопленных на предыдущих шагах (полных) переме¬
щений, что позволяет вычислять новые координаты узлов деформированной 
сетки КЭ. Полные деформации в узлах определяются как произведение моди¬
фицированной введением коэффициентов 1/2 матрицы [ь] (3), умноженной 
на вектор узловых значений полных перемещений. При этом реализуется точ¬
ная формула (1 ). Компоненты тензора напряжений в узлах сетки определяют¬
ся из (4), а затем - физические компоненты тензора напряжений Коши. 
Для проверки достоверности результатов, получаемых предложенным мето¬
дом, были решены линейная и нелинейная задачи деформирования толстостенно¬
го цилиндра и полой сферы под действием внутреннего давления. Результаты ре¬
шения линейных задач сравнивались с точными решениями задач Ламе [1 0], а не¬
линейной - с точными решениями А. И. Лурье [1 ] для цилиндра [11 ] и сферы, вы¬
полненных из полулинейного материала Джона (7). Численные решения линейной 
и нелинейной задач совпали с точными с относительной погрешностью 1 0 - 4 при 
пяти итерациях по методу Ньютона-Рафсона. 
Предложенная методика численного решения задач использована для 
изучения НДС двух типов объектов: резинотехнических изделий (брониро­
ванный шланг [12], опоры [13] и амортизаторы [14] с ограничением радиаль¬
ных перемещений резиновых блоков) и математической модели левого желу-
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дочка сердца [15-17], которые связаны некой общностью, а именно: кусочной 
однородностью и гиперупругостью материала. Для исследования НДС рези­
нотехнических изделий применялся потенциал Муни-Ривлина (6), для модели 
левого желудочка сердца - (10). 
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ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ Я-ФУНКЦИЙ К ИССЛЕДОВАНИЮ 
НЕЛИНЕЙНЫХ КОЛЕБАНИЙ КОМПОЗИТНЫХ ПЛАСТИН 
СЛОЖНОЙ ФОРМЫ 
Розглядається задача про нелінійні вільні коливання композитних багатошарових пластин скла­
дної форми, при різних способах закріплення. Математична постановка задачі розглядається в 
рамках теорії типу Тимошенко. Розв'язання задачі виконано за допомогою теорії Я-функцій, ва­
ріаційних методів і метода Бубнова-Гальоркіна. Наведено порівняння одержаних результатів для 
композитної пластини, з відомими результатами, що свідчить про вірогідність запропонованого 
методу. 
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